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摘要@_MSR重整化理论的中心问题是证明重整化后的费曼波函数 Q
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在闵氏空间的积

分绝对收敛!要证明这一点!只须证明在欧氏空间的对应波函数 .

Q

0

在欧氏空间的积分绝

对收敛!S362和R:KK(1K322证明了这一结论" 该文用温伯格渐近定理也给出了这一结

果!由于证明所需要的条件不同!两种方法能涵盖的场论并不完全相同" 该文共分 C 部

分'

!

介绍温伯格渐近定理及I

.

类函数&

"

详细推导渐进定理的实质部分&

#

解释为什么

I

.

类函数在Q

.

绝对可积必须在有界区
!

绝对可积!证明这个条件由Q

.

向Q

#

$#�.%的递

推关系&

)

证明R:KK(1K322给出的.

Q

0

是动量空间Q

.

的I

.

类函数并且在Q

.

的任何有界

区
!

绝对可积!进一步证明 .

Q

0

在Q

.

绝对可积"
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// 粒子之间的相互作用可以用费曼图";!<#表

示$这些图的外线代表入射粒子和出射粒子%内线

代表费曼传播子%费曼图
!

给定后%可以计算它的

值 "

!

$当费曼图没有回路时%可以直接计算粒子

之间的散射振幅%有回路时必须对回路对应的动

量积分$这种积分通常是发散的%这就需要在拉格

朗日密度中添加抵消项来抵消这种发散$扣除抵

消项&#' 后得到

$

!

%"

!

&#% &;'

$

!

在动量空间的积分就是收敛的";%=!>#

$

这种抵消发散的方法可以作如下解释%原始的

物理量是发散的不可测量的%我们测量到的结果是

各种粒子相互作用之后的结果%也就是那些发散量

由于相互作用抵消的结果%这些量包括相互作用常

数$这些量是有限的%这样做就等于给物理量重新进

行标度%所以叫做重整化"<%;?!;;#

&+&)"+4,#(5,%(")'$

为了使发散的积分能计算%首先要把它截断%

变成有限的%这称为正常化$但是当截断参量趋向

无穷时还是发散的%我们添加了抵消项%这些抵消

项在截断参量有限时都是有限的$然后%可以对这

些有限量进行计算%计算的结果在截断参量趋于

无穷时就是有限的了$以上是原来重整化的程序$

0123方案";@!;A# 的创新点是不用正常化手续%直

接在费曼被积函数 "

!

添加抵消项%得到 $

!

%这就

绕过了正常化的麻烦$另外此方案对可重整化的

条件放宽了%更具有一般性$因此%证明这样的$

!

在动量空间的积分收敛就很关键%是这个理论的

中心问题$文献";@# 借助 !

$

!

的分母具有平移性

质$

!

$

!

%

#&''

(&''

% 4()

'

(&')

!

'

(&''

"

*&

!

' +?

&@'

和 !

$

!

的递推性质证明了 !

$

!

的收敛性$本文用温

伯格渐近定理";B!@?# 证明了这一结果%它不需要文

献";@# 的平移性质$

!

$

!

是这两类性质都满足的

波函数$

)*温伯格渐近定理及!

"

类函数

下面介绍温伯格渐近定理$

首先定义动量空间$

,

中的#

,

类函数%实函数

*&-'称为属于#

,

$如果对每个子空间 "

#

$

,

有对

应的(指数)

"

&"' 和(对数指数)

#

&"'%而且对任

何.

$

,个独立矢量&#

;

%#

@

%*%#

.

' 和$

,

中的

有界区域$&$是 ,维'%存在一系列实数/

;

%/

@

%

*%/

.

+;和0+?&它们依赖于#

;

%#

@

%*%#

.

与

$%但与
$

;

%

$

@

%*%

$

.

无关' 使

1*&-' 1%1*&#

;

$

;

*

$

.

)#

@

$

@

*

$

.

)* )

/#

.

$

.

)%' 1

$

/0

$

"

&#

;

'

;

#)

$

#

&#

;

'

;

$

"

&+#

;

%#

@

,'

@

#)

$

#

&+#

;

%#

@

,'

@

2* 2

/

$

"

&+#

;

%#

@

%*%#

.

,'

.

#)

$

#

&+#

;

%#

@

%*%#

.

,'

.

%

3

4

$ &<'

当%

&

$且
$

;

"

/

;

%

$

@

"

/

@

%*%

$

.

"

/

.

时成立$

因此-

0 %0&#

;

%#

@

%*%#

.

!$'! &='

/

5

%/

5

&#

;

%#

@

%*%#

.

!$' +;$ &C'

为了方便%我们要求当任何几个坐标矢 #

6

反号

时%0和/

5

不变-

0 %0&7#

;

% 7#

@

%*% 7#

.

!$'! &A'

/

5

%/

5

&7#

;

% 7#

@

%*% 7#

.

!$'$ &B'

令-%#

;

$

;

$

@

*

$

.

)#

@

$

@

*

$

.

)* )#

.

$

.

)%%

我们称满足条件

%

&

$% 1

$

6

1

"

/

6

&#

;

%#

@

%*%#

.

!$'

的-形成的点集称为对应坐标架+#

;

%#

@

%*%#

.

!

$, 的温伯格区
%

.

,

%称式&<'右边的函数3

4

为温

伯格覆盖函数$

要强调的是%当%在$内变化时%3

4

是不变

的$现在考虑*&-' 的积分

*

89

;

*89

'

&-' %

'

D

&

D

7:

;

*

//

'

D

&

D

7:

'

*&-)#9

;

:

;

)#9

@

:

@

%* )#9

'

:

'

'

&E'

对任何 -%如果每个相继的积分
'

D

&

D

7:

;

*

'

D

&

D

7:

'

1*&-)#9

;

:

;

)#9

@

:

@

%* )#9

'

:

'

' 1都收敛%则说

式&E'的积分(存在)%在这种情况下%由6$-()(定

理%式&E' 右边只依赖于 #9

;

%#9

@

%*%#9

'

张成的

空间+#9

;

%#9

@

%*%#9

'

, %;

#

$

,

%由此把式&E'写

成

*

;

&-' %*

89

;

*89

'

&-' %

'

-9

&

;

7

'

-9*&-)-9'$

&>'
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如果在式&E' 中:

6

上迭加:9

;

%令-<%-)#9

;

:9

;

)*%则*

;

&-<' %*

;

&-'%因为

空间+#9

;

%#9

@

*%#9

'

, %;%

空间+#9

;

&; ):9

;

'%#9

@

&; ):9

@

'%*%#9

'

&; )

:9

'

',$

由6$-()(定理可知%这两者相等$为了方便%可以

选一些子空间=%满足

$

,

%;)=$ &;?'

;和=相互独立%并且把-局限在=内$

温伯格导出如下定理$

定理 )*

如果
"

函数*&-'

&

#

,

其渐近指数为
"

&"'/

#

&"'%其中%"是任何$

,

的非空的子空间$并且如

果
#

*&-' 在任何$

,

的有界区域
&

绝对可积%

'

&

7-1*&-' 1>

D

&;;'

且如果
$

?

;

>?%

其中

?

;

%!$8

"9

#

;

"

"

&"9' )7(4"9#% &;@'

则有以下结果-

;' *

;

&-' 存在!

@' *

;

&-'

&

#

,&'

%其
"

;

&"'对任何 "

#

=由下

式给出%

"

;

&"' % 4,F

'

&;'"9%"

"

"

&"9' )7(4"9&7(4"#$

&;<'

式中-"9

#

;表示 "9是;的子空间%包括 "9%;!7(4

"9表示 "9的维数!

'

&;'"9%"表示 "9沿;向=的

投影是 "!4,F表示取所有满足
'

&;'"9%"的 "9%

对这样的 "9取极大值$实际上%根据 2&()&G0"+&#

定理%在下一节证明只有有限个 "9需要考虑%所

以这里的4,F是对有限个量取最大值$

式&;<' 的右边一般不是空间 "的函数%因为

式&;<' 中
"

&"9' )7(4"9不是一个确定的数$本

文令
"

&+",' %&7(4" &;%

#

&+",' %

# "

?$ &;='

#

与 "无关%就可以保证式&;<' 成立$

式&E' 是一个多重积分%只要把每一个单重积

分研究清楚就可以了%因为它们都是 &

D

到 )

D

的积分%各重积分被积函数的结构相同$下一节研

究单重积分%它是渐近定理的关键或实质部分$

+*渐近定理证明的关键部分

考虑;%+#, 以及

*

;

&-' %*

8

&-' %

'

D

&

D

*&-)#:'7:$ &;C'

式中- *

&

#

,

$按式&<'/&A'/&B'/&;='%当 -

&

$%

1:1

"

/

?

&#!$'%有

1*&-)#:' 1

$

0&#!$' 1:1

"

&#'

#)1:1

#

&#'

$

&;A'

由于非空的;%+#, 的子空间只有;& %+#,' 自

己%式&;@' 给出?

;

%

"

&#' );$根据式&;='%

"

&#' %&@ >&;$ &;B'

由此%式&;C' 中1:1

"

/

?

的两段积分绝对收敛$

另一方面% 1:1

$

/

?

的区间是有界的$根据式

&;;'%*在这段的积分也绝对收敛$因此对任何-%

*

8

&-'存在%渐近定理 ;的第 ;'部分成立$令-点

在=上%证明了对=上的任何点-%*

8

&-' 存在$

下面证明定理 ; 的第 @' 部分$

任选矢量序列 #

;

%#

@

%*%#

.

&

=%它们之间

以及它们和#之间互相独立!选定$

,

中的有界区

域4$我们的任务是证明若 *

&

#

,

%并满足式

&;;'/&;='%则*

8

&-'

&

#

,&;

$换句话说就是可以

找到 0&#

;

%#

@

%*%#

.

!$' 和 /

5

&#

;

%#

@

%*%#

.

!

$'%当
$

5

"

/

5

%%

&

$%

就有

1*

8

&-' 1

$

0

$

"

8

&+#

;

,'

;

#)

$

#

&+#

;

,'

;

2

//

$

"

8

&+#

;

%#

@

,'

@

#)

$

#

+#

;

%#

@

,'

@

2* 2

//

$

"

8

&+#

;

%#

@

%*%#

.

,'

.

#)

$

#

&+#

;

%#

@

%*%#

.

,'

.

% &;E'

式中

-%#

;

$

;

*

$

.

)#

@

$

@

*

$

.

)* )#

.

$

.

)%$

&;>'

我们还须证明式&;<'$

为了用*

&

#

,

的性质求式&;C' 的渐近覆盖%

首先把:写成

:%

(

?

$

;

$

@

*

$

.

$ &@?'

令1

(

?

1%

$

?

%:%7

$

?

$

;

*

$

.

%得到

-)#:%#

;

$

;

*

$

.

)#

@

$

@

*

$

.

)* )#

.

$

.

)

%7#

$

?

$

;

*

$

.

%7#

$

?

$

;

*

$

.

)#

;

$

;

*

$

.

)*

)#

.

$

.

)%$ &@;'

这正是在坐标系+ 7#%#

;

%*%#

.

!$, 下%-)#:

的
$

参数化$对比式&<'%由于*

&

#

,

%有-

/

5

%/

5

&7#%#

;

%*%#

.

!$' +;! &@@'

0 %0&7#%#

;

%*%#

.

!$'$ &@<'

由式&A'/&B' 和式&@@'/&@<' 右边对于 )#和 &

#相等%当%

&

$%

$

5

"

/

5

% 5%?%;%*%.%有-

1*&-)#:' 1

$
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在这一段
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;
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因此有
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?

7
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;

*
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.

3

4
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'

D

;

7

$

?

$

;

*

$

.

3

4

%@

&

$ &@E'

我们计算式&@B'/&@E'%由式&;='/&@=' 根据各

$

相关空间的维数得

@

)
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H

%

'

D

;

0

$

&@

?

#)

$

#

?

7

$

?

$

;

*

$

.

2
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$
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;
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$
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;

$
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@
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#
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$
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$
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.

%

//0A2

$
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;
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$

#

;

$
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@

#)

$

#

@

2* 2
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$

&.&;

.

#)

$

#

.

$ &@>'

其中

A%

'

D

;

$

"

&+#,'

?

#)

$

#

&+#,'

?

7

$

?

%

//

'

D

;

$

&@

?

#)

$

#

?

7

$

?

$ &<?'

当#

6

中有任意一些#

B

反号变为 &#

B

时%由式

&B' 可得%/

5

和0不变%因为
"

和
#

的宗量是这些

矢量形成的空间%不会因为某几个#

B

反号而改变

空间%因而
"

和
#

的宗量也不变%所以3

4

不变%而

且A%A&

"

+#,%

#

+#,' 也不变$

在:%&

D

(

D

中间有一段

:

&

"&/

?

%/

?

#

$

;

$

@

*

$

.

% &<;'

对应
(

?

&

"&/

?

%/

?

#不符合
$

?

%1

(

?

1

"

/

?

条件%

须另作处理$

我们用中点为 C%半径为
)

的小开区间&C &

)

%C )

)

'覆盖闭区间"&/

?

%/

?

#的 C点%这总是可

能的$

令

%(

;

&

&C &

)

%C )

)

'% &<@'

由式&<;' 可得

:%&C )

%(

;

'

$

;

*

$

.

! &<<'

令

%(

;

$

;

%

(

;

%

$

;

%

;
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;

1

(

;

1% &<='

有

:%C

$

;

$

@

*

$

.

)

(

;

$

@

$

<

*

$

.

! &<C'

再令

;

1

%(

;

1

%

$

9

;

% 1

(

;

1%

$

?

% &<A'

得

$

;

%

$

9

;

$

?

%

$

9

;

%

$

;

D

$

?

$ &<B'

由式&;>' 的-给出

-)#:%&#

;

)C#'

$

9

;

$

?

$

@

*

$

.

7
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$

?

$

@
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$

.
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@

$

@

*

$

.

)* )#

.

$

.

)%$

&<E'

这正是在坐标系+#

;

)C#% 7#%#

@

%*%#

.

!$, 下

-)#:的
$

参数表达式$由于*

&

#

,

%有-

/

5

&C'

%

/

5

&#

;

)C#% 7#%#

@

%*%#

.

!$' +;!

&<>'

0&C'

%

0&#

;

)C#% 7#%#

@

%*%#

.

!$'$

&=?'

由式&A'/&B' 可知%式&<>'/&=?' 的右边与 7号

无关$根据式&<E' 中各个
$

相关的空间维数和式

&;=' 得到如下结果$

当
$

9

;

"

/

;

&C'%

$

?

"

/

?

&C'% 其余
$

5

"

/

5

&C'%5%@%*%.% &=;'

有
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$
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$

9&@

;
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$
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;

$
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2

$

&=

@
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$
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@
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$
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.
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$

#

.

%

3

4

&C'$ &=@'

由式&<>'/&=?' 可得%

$

9

;

%

;

1

%(

;

1

"

/

;

&C'%由

式&<@' 可得1
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;

1

$ )

%因此%

)$

/
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;

&C'$

令

)

%/

&;

;

&C' %

)

&C'% &=<'

这样%闭区间"&/

?

%/

?

# 上每一点 C都被小开区间

&C &

)

&C'%C )

)

&C'' 覆盖$由2&()&0"+&#定理

可知% 其中一定存在有限个小开区间 &C

6

;

&

)

&C

6

;

'%C

6

;

)

)

&C

6

;

'' 写成&C

6

;

&

)

6

;

%C

6

;

)

)

6

;

'%6

;

%;%@%*%"%交迭在一起也可以覆盖整个闭区间

"&/

?

%/

?

#$

由于"&/

?

%/

?

# 的中点是 ?%所以小开区间集

合&&C

6

;

&

)

6

;

% &C

6

;

)

)

6

;

'%6

;

%;%@%*%"%也可

以交迭在一起覆盖闭区间"&/

?

%/

?

#$改写式&<>'
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和&=?' 中的/
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;

)C#%*'
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/

5
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;
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%

/

5

&6

;

'%0&#

;

)C#%*'

(

0&#

;
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6

;
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%

0&6

;

'%改写式 &=@' 中的 3

4

&C' 为 3

4

&C'

(

3

4

&6

;

' 可得%当
$
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;

"

/

;

&6

;
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$

?

"

/

?

&6
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'%其余

$

5
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5
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' &=='

时%有
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$
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'

$
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;
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;

$
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@
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$
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%
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&=C'

考虑式&<='% 1

(

;
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;

1

$

;

%

$

;

$
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%

$
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/
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'%得到 1

(

;

1
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/
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;
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'
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;

$由式&==' 可得%

1
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;
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$

?

"

/

?
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;
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1的变化范围是

/

?
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;

'

(

/
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;
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;

'

$

;

%在此范围内式&=C' 成立$由
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(

;

$

@

*

$

.
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;
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式&=C' 给出
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;
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;
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;
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/
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;
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'
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(

;

$
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*
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.

$ &=A'

由式&<C'/&=C'%以及
$
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;

%
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;

$

?

可得

;
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;

$

'

/
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;
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;

'
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$
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$
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$
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$
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/
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(

;
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$
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(
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;
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'&见附录I'% &=E'

得到
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$
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;
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$
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由于式&=C'中3

4
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;

'对
(

;

的依赖关系只与

其绝对值有关%我们有 ;
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;
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;

$对于
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/
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/
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(
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中间缺少的一段
(
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;
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另作处理$用中点为 C%半径为
)

的开区间覆盖闭
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<
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/
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;
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令
)
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@

&6C'%从而以 C点为中心的小开区

间的半径
)

本身是 C 的函数$闭区间" &/

?

&6'%

/

?

&6'# 上的每一点 C都被一个有限大小的以 C为

中点的开区间&C &

)

&C'%C )

)

&C'' 覆盖$根据

2&()&0"+&#定理%其中一定存在有限个开区间

&C

6

;

6

@

&

)

6

;

6

@

%C

6

;

6

@

)

)

6

;

6

@

'%6

@

%;%@%*%"

@

也可以交

迭起来覆盖闭区间 " &/

?

&6

;

'%/

?

&6

;

'#$ 由于

"&/

?

&6'%/

?

&6'# 的中点为 ?%用&&C

6

;

6

@

&

)

6

;

6

@

% &

C

6

;

6

@

)

)

6

;

6

@

'%6

@

%;%@%*%"

@

也可以交迭地覆盖
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76

;

*6

.

%

//0&6

;

*6

.

'A9&6

;

*6

.

'

$

&@

;

#)

$

#

;

2* 2

//

$

&.

.&;

#)

$

#

.&;

% &EE'

A9&6

;

*6

.

' %

//

'

/

&;

.

&6

;

*6

.

'

$

.

/

?

&6

;

*6

.

'

7

(

&

$

.

D

(

'

&.&;

#)&

$

.

D

(

'

#

2

//

(

&.&@

#)

(

#

>

$

&.&;

.

#)

$

@

#

);

.

%

//A&6

;

*6

.

'%

(

%

(

.

&E>'

得到

@

76

;

*6

.

%0&6

;

*6

.

'

$

&@

;

#)

$

#

;

2* 2

//

$

&.

.&;

#)

$

#

.&;

$

&.&;

.

#)

$

@

#

);

.

$ &>?'

我们有如下命题$

命题,*由命题@取E%.有%当#

B

中有一些

反向%@

76

;

*6

.

不变%/

?

&6

;

*6

.

' 不变$

现在我们还留下
(

.

&

" &/

?

&6

;

*6

.

'%

/

?

&6

;

*6

.

'#%:%C

6

;

$

;

*

$

.

)* )C

6

;

*6

.

$

.

)

(

.

这

一段须处理$对这一段有

-)#:%#

;

$

;

*

$

.

)* )#

.

$

.

)%)

//#&C

6

;

$

;

*

$

.

)* )C

6

;

*6

.

$

.

)

(

.

' %

//&#

;

)C

6

;

#'

$

;

*

$

.

)* )

//&#

.

)C

6

;

*6

.

#'

$

.

)#

(

.

)%$ &>;'

找一个$9%使当%

&

$时%#

(

.

)%

&

$9$符合条

件的 最 小 的 $9是 $

)

#" & /

?

&6

;

*6

.

'%

/

?

&6

;

*6

.

'#$它的构成是把$中的每一点扩张为

以 该 点 为 中 点 的 线 段 #" & /

?

&6

;

*6

.

'%

/

?

&6

;

*6

.

'#$ 这样% 当
(

.

&

" &/

?

&6

;

*6

.

'%

/

?

&6

;

*6

.

'#%#

(

.

)%一定
&

$9$由命题<有当#

B

中有一些反向为 &#

B

时%也有/

?

&6

;

*6

.

' 不变$

令%9%#F

.

)%

&

$9%有

-)#:%&#

;

)C

6

;

#'

$

;

*

$

.

)* )

//&#

.

)C

6

;

*6

.

#'

$

.

)%9$ &>@'

%9

&

$9% 这是在坐标系 +#

;

)C

6

;

#%*%#

.

)

C

6

;

*6

.

#!$9, 的
$

参数化$由于 *

&

#

,

%一定存在

/9

5

&6

;

*6

.

' 和 09&6

;

*6

.

'% 使 得 当
$

5

"

/9

5

&6

;

*6

.

'%由式&;=' 根据式&>@' 中各
$

相关空

间维数有

1*&-)#:'1

$

09&6

;

*6

.

'

$

&@

;

#)

$

#

;

$

&<

@

#)

$

#

@

2

//* 2

$

&.&;

.

#)

$

#

.

%

39

4

&6

;

*6

.

'% &><'

得到

/;

?6

;

*6

.

%

'

C

6

;

$

;

*

$

.

)*)C

6

;

*6

.

$

.

)/

?

&6

;

*6

.

'

:%C

6

;

$

;

*

$

.

)*)C

6

;

*6

.

$

.

&/

?

&6

;

*6

.

'

1*&-)#:'17:

$

'

/

?

&6

;

*6

.

'

&/

?

&6

;

*6

.

'

7

(

.

39

4

&6

;

*6

.

' %

@/

?

&6

;

*6

.

'39

4

&6

;

*6

.

' %@

?6

;

*6

.

$ &>='

到此我们完成了
'

1*&-)#:' 17:全程的渐近覆

盖$

如果#

B

中有一些反向#

B

(

&#

B

%伴随的 C

6

;

*6

B

也同时反号 C

6

;

*6

B

(

&C

6

;

*6

B

%则#

B

)C

6

;

*6

B

#

(

&&#

B

)C

6

;

*6

B

#'% 由于 $9%$

)

#" &/

?

&6

;

*6

.

'%

/

?

&6

;

*6

.

'#%由命题<可得%/

?

&6

;

*6

.

'不变%所以

$9不变%坐标系变为

+7&#

;

)C

6

;

#'% 7&#

@

)C

6

;

6

@

#'%*% 7&#

.

)C

6

;

*6

.

#'!$9,$

根据式&A' 和&B'%/9

5

&6

;

*6

.

' 不变%09

5

&6

;

*6

.

'

不变!又由于式&;<'%

"

/

#

不变$由于 /

?

//9

5

/09

5

/

"

/

#

都不变%39

4

不变%再由式&>@'%@

?6

;

*6

.

不变%

我们得到如下命题$

命题 -*当#

B

中的某一些反号%且式&A' 和

&B' 成立时%所有 @

7

%@

76

;

*6

E

%@

?6

;

*6

.

都可以做到不

变$所以式&A' 和&B' 可以由$

,

递推到$

,&;

$

我们的目的是计算1

'

D

&

D

*&-)#:'7:1%

1*

8

&-' 1%已经知道的结果是%当

$

5

"

4,F+/

5

,%5%;%@%*%.% &>C'

1

'

D

&

D

*&-)#:'7:1

$

'

D

&

D

1*&-)#:' 17:%

&>A'

所以有

1*

8

&-' 1

$

*

7

*

.

E%?

*

6

;

*6

E

;

76

;

*6

E

&-' )

//

*

6

;

*6

.

;

?6

;

*6

.

&-'% &>B'

'

D

&

D

*&-)#:'7:

$

'

D

&

D

1*&-)#:' 17:>

//

@

7

)

*

.

E%;

*

6

@

76

;

*6

E

)

*

6

@

?6

;

*6

( )
.

&-'$

&>E'
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其 中 式 &>C' 的 4,F要 对 +/

5

%/

5

&6

;

*6

E

'%

/9

5

&6

;

*6

.

', 取遍 6

;

%*%6

E

%*%6

.

%在其中找到最

大的$我们要强调%在全过程中 -点是固定的%也

就是
$

5

+

?

和%都不变$

我们计算了 @

7

%@

76

;

*6

E

%@

?6

;

*6

.

%由它们给出了

在$

,&;

%=上#

,&;

函数*

8

&-'的渐近覆盖$令-%

#

;

$

;

*

$

.

)* )#

.

$

.

)%%有

1*

8

&-' 1%

'

D

&

D

*&-)#:'7:

$

0

,&;

&#

;

%#

@

%*%#

.

!$'

$

"

;

;

#)

$

#

;

;

*

$

"

.

.

#)

$

#

.

.

%

3

4

&>>'

当
$

5

"

/

&,&;'

5

%%

&

$&$是$

,

的有界区'时成立$

其中%

0

,&;

%

*

7

+09

@

7

)

*

.

E%;

*

6

;

*6

E

09

@

76

;

*6

E

, )

//

*

6

;

*6

.

09

@

?6

;

*6

.

% &;??'

09

@

7

%0&#%#

;

%*%#

.

!$'A

;

&

"

&#'%

#

&#''%A

;

%

'

D

;

(

&@

#)

(

#

7

(

%由式&@>'/&<?' 得-

09

@

76

;

*6

E

%0&6

;

*6

E

'A

@

% &;?;'

A

@

%;&取式&;=' 时%由附录I给出'!

09

@

?6

;

*6

.

%0&#

;

)C

6

;

#%*%#

.

)C

6

;

*6

.

#!49' 2

//@/

?

&#

;

)C

6

;

#

;

%*%#

.

)C

6

;

*6

.

#!$'!

&;?@'

$9%$

)

"&/

?

&6

;

*6

.

'%/

?

&6

;

*6

.

'##!

&;?<'

/

&,&;'

5

%4,F+G%/

5

&#%#

;

%*%#

.

!$'%

///

5

&#

;

)C

6

;

#%*%#

E

)C

6

;

*6

E

#%#

E);

%*%

//#

.

!$'/9

5

&#

;

)C

6

;

#%*%#

.

)C

6

;

*6

.

#%

//$9',! &;?='

"

6

%&6&;%

#

6

%@

#

);$ &;?C'

式&;='成立$式&;?='中右边的G是为了使#)

$"

;$

反之%在=%$

,&;

中任意给定+#

;

*#

.

!$,%

总可以在$

,

中找到#%#

;

%*%#

.

和$%由上述程序

给出对应于+#

;

% *% #

.

! $, 的渐近覆盖函数式

&>>'$ 这里的要点是%当%在4内变化时%总可以

在 @

7

&-'@

76

;

*6

E

&-' 中找到这个 %

&

$% 在

@

?6

;

*6

.

&-' 中找到%

&

$

#

$9%使它们的09和/

5

/

/9

5

不变%给出的0

,&;

和/

&,&;'

5

不变%与%%%

,&;

的

变化无关$

另一点要说明的是在对各个@中沿#方向积

分时%矢量 % %%

,&;

%$ %$

,&;

都不变$对于

@

?6

;

*6

.

%%

&

$

#

$9不变%因为@&-'的-不变%对

@

?6

;

*6

.

%

(

沿 # 方 向 从 & /

?

&6

;

*6

.

' 积 到

/

?

&6

;

*6

.

'%中点是矢量%的端点%保持在$9内积

分时%#:沿#方向的投影总是在-点不动$

我们有如下定理$

定理 +*当*

,

&

#

,

%而且对于任何坐标系有

式&;=' 时%可以由温伯格程序给出$

,&;

任何坐标

系的

*

8

&-' %

'

D

&

D

*

,

&-)#:'7:$ &;?A'

在该
%

,&;

的覆盖函数式&>>'%其中
"

6

/

#

6

由式

&;?C' 给出%0

,&;

由式 &;??' 给出%/

&,&;'

5

由式

&;?=' 给出$在这个过程中%不需要*

,

在有界
&

绝

对可积的条件%即式&;;'$

定理 @说%如果没有式&;;'%可以在$

,&;

%=

上找到大片区域% 即
%

5&;

,&;

% 其中积分
'

D

&

D

*&-)

#:'7:是绝对收敛的%因此%*

8

&-'是存在的$那么

为什么温伯格渐近定理要求式&;;' 条件呢0这是

因为我们首先要给出坐标系+#

;

%*%#

.

!$,%然

后才能得到 /

&,&;'

5

% 由它给出
%

5&;

,&;

%/

&,&;'

5

由式

&;?=' 给出$定义
$

5

"

/

&,&;'

5

的点集为
%

5&;

,&;

%我们

没有办法找出+#

;

%*%#

.

!$, 使它的温伯格区

%

5&;

,&;

包含指定的-

&

=$

因此必须有式&;;' 条件%保证在$

,&;

%=的

每一点-%*

8

&-' %

'

D

&

D

*&-)#:'7:都存在$按式

&E'的解释%即
'

D

&

D

1*&-)#:' 17:有界$在第<节

研究式&;;' 条件的递推性质%也就是%怎样由 *

,

%*满足式&;;'%导出*

,&;

满足式&;;'$

这里还有一个重要细节须说明%在式&E<' 中

当积分@

76

;

*6

E

时%

$

E

必须大于/

?

&6

;

*6

E

'/

E

&6

;

*6

E

'%

否则这项就不存在$而对于其余
$

E9

+

E

%则只要求
$

E9

"

/

E9

&6

;

*6

E

'%为解决此问题%温伯格引入新参量

H&6

;

*6

E

'$本文改为全部要求
$

E

"

/

E

&6

;

*6

E

'%理

由是渐近覆盖3

4

的值可以任意扩大%只要是有限

值%就不影响理论框架$从式&>>' 来看%我们这样

处理% 就 是 当 /

?

&6

;

*6

E

'/

E

&6

;

*6

E

'

" $

E

"

/

E

&6

;

*6

E

' 时%多加了一项本来不存在的有限项%

这时0

,&;

本来没有式&;??' I&;?@'联合给出的

那么大%我们的处理方式只是使它变大了而已%好

处是使式&;?=' 简单了$其实我们在很多计算比

如由式&EA' 给出式&EB' 时%就曾经一再扩大积

分的值&见附录 I'$在这些处理中%我们只是把
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( %?)扩大为( +?)%把(小)的值扩大为(大)的

值$不违背渐近覆盖式&>>' 是(有限的) 这个原

则%因此也是允许的$

,*&在有界区绝对可积的分析

在式&;C'对于*

8

&-' %

'

D

&

D

*&-)#:'7:积分

是绝对可积的证明中%我们用到在 1:1

$

/

?

&#%

$'%即:

&

"&/

?

&#%$'%/

?

&#%$'# 的有界线段

上*&-)#:' 绝对可积这个条件$只有*满足这个

条件% *

8

&-' 才对任何-存在%才能由$

,

的#

,

函

数*

,

%*得到 $

,&;

%=的 *

8

&-'%在第 @ 节证明

*

8

&-'

&

#

,&;

$由此可见在有界区域*绝对可积条

件式&;;' 是必要的$

下面我们的问题是要从$

,

的#

,

函数*

,

积到

$

,&'

的#

,&'

函数*

,&'

&-' 我们还需要什么$我们只

需要在$

,&');

的对应#

,&');

函数*

,&');

在有界线段

上绝对可积%这个条件又如何保证呢0下面的推导

表明这只要对应的 *

,&')@

在二维平面的有界区上

绝对可积$最终%我们发现当*

,

&

#

,

对;维至 ,维

平面的有界区域绝对可积%而且
"

&+",' %&7(4"

&;%

#

"

"

?与 "无关%*

,

就在整个'空间绝对可积$

其中%积分的每一步都需要这两条性质递推下去$

第 @节的式&;?='/&;?C'给出
"

和
#

的递推性质%

第<节我们推导在有界区域绝对可积条件式&;;'

的递推性质$

命题 .*如果*

5

&

#

5

在$

5

的任何 ; I5维平

面区域
&

5

绝对可积%而且
"

5

&+",' %&7(4" &;%

则其积分函数*

8

&-'在=%$

5&;

上的任何; I5&

; 维平面上的有界区域
&

5&;

绝对可积$

注意-

&

5

是 ; I5维平面上的有界区%是边缘

光滑%在勒贝格积分意义下的可测点集$我们只用

到各维的平行多边形%

&

5

%#

.

'

.

)

*

)

#

.&6

'

.&6

%

6%?

(

5% '

"

%

&J

"

% /

"

'$ &;?B'

式中-'

"

是线段$由式&E<'/&E=' 可得%*

8

&-' 的

覆盖函数3

4

的
"

/

#

指数满足式&;='$下面证明

*

8

&-' 在任何=%$

5&;

上的任何 ; I5&;维边缘

光滑的
&

5&;

绝对可积$

我们研究
'

%

'

&

5&;

7-1*

8

&-' 1%

'

&

5&;

7-

'

D

&

D

1*&-)#:' 17:%令$为$

,

的 ,维有界

区%$

,&

5&;

%

&

5&;

是 ;维至5&;维平面上的有界

区%7-是
&

5&;

上的面积积分元$这里的 -相当于

式&<'中的%$考虑 单个矢量#的
$

参数化%坐标

系为+7#!$,%

'

D

&

D

1*&-)#:' 17:%;

;

);

@

);

<

% &;?E'

;

;

%

'

/

?

&#!$'

&/

?

&&#!$'

1*&-)#:' 17:% &;?>'

;

@

%

'

D

/

?

&#!$'

1*&-)#:' 17:% &;;?'

;

<

%

'

&/

?

&&#!$'

&

D

1*&-)#:' 17:% &;;;'

;

@

%

'

D

/

?

&#!$'

1*&-)#

$

' 17

$$

&;;@'

//

'

D

/

?

&#!$'

0&#!$'

$

"

#)

$

#

7

$

% &;;<'

当
"

>&; 时收敛$

;

<

%

'

&/

?

&&#!$'

&

D

1*&-)#:' 17:%

//

'

D

/

?

&&#!$'

1*&-&#

$

' 17

$$

//

'

D

/

?

&&#!$'

0&&#!$'

$

"

&&#'

#)

$

#

&&#'

7

$

%

&;;='

当
"

&&#' >&; 时收敛$

因为4

,&

5&;

%所以对于任何-

&&

5&;

%参量

0//

?

都与-无关$

"

和
#

也只与#/ &#有关%因而

与-&相当于式&<' 中的%' 无关$

'

%

'

&

5&;

7-

'

/

?

&#!$'

/

?

&&#!$'

1*&-)#:' 17:)

//

'

&

5&;

7-

'

D

/

?

&#!$

'

1*&-)#:' 17:)

//

'

D

&

5&;

7-

'

/

?

&&#!$'

&

D

1*&-)#:' 17:%

//

'

;

)

'

@

)

'

<

% &;;C'

其中

/

'

@

$

'

&

5&;

7-

'

D

/

?

&#!$'

0&#!0'

$

"

&)#'

#)

$

#

&#'

7

$

%

'

&

5&;

7-

'

D

/

?

&#!4'

0&#!$'

$

"

&#'

#)

$

#

&#'

7

$

&;;A'

有界%

'

<

也类似$

'

;

%

'

&

5&;

7-

'

/

?

&#!4'

&/

?

&&#!$'

1*&-)#:' 17:%注意

/

?

&7#!$' 与-无关%因为-

&&

5&;

#

$$

'

;

是

一个在有界区
&

5&;

)

#& &/

?

& &#!$'%/

?

&#!

$'' 上的1*&-)#:' 1的#

5

函数的体积分$根据

归纳法假设%在$

5

的有界区
&

5

%

'

&

5

1*17

&

5

有界%

'

;

有限$我们有如下命题$
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命题 /*如果#

5

函数在$

5

的任何有界区
&

5

的积分绝对收敛%则由温伯格程序得到的 $

5&;

的

#

5&;

函数在$

5&;

的任何有界区
&

5&;

的积分也绝对

收敛$

-*

-

'

!

在'

"

的有界区绝对可积

下面我们证明 3(44&+4,)) 给出的欧氏空间

的$

!

&=' 导出的实函数 !

$

!

是#

,

类函数%而且在

$

,

的有界区域绝对可积$由于$

!

&=' %

#&''

(&''

的

分母为";C#

(&'' %

(

#

H

#

&='% &;;B'

H

#

&=' %5

@

#

)

*

@

#

)6

+

(

@

#

)

*

@( )
#

% &;;E'

有

!

H

#

%

5

@

#

)

*

@

#

$

1H

#

&=' 1$ &;;>'

式中-

5

@

#

%

*

=

*

%;

5

@

#*

%(

@

#

%

*

<

*

%;

5

@

#*

$ &;@?'

我们定义

!

$

!

%

#&''

(

#

!

H

#

$ &;@;'

由于#&''是'的多项式%在$

,

的有界区域#是有

界的%而分母1(1

"(

#

*

@

#

%因而!

$

!

在$

,

的有界区

&

绝对可积$

&

是 ; 维到 ,维平面上的有界区%

'

&

7

&

>

D

$ &;@@'

7

&

是
&

的面积元$'空间的任何线性函数*可以表

为一个矢量 )与'空间的矢量*的内积 ).*$对

于'空间的超平面K%

*%#

;

'

;

)#

@

'

@

)* )#

.

'

.

)%%

//#

;

$

;

$

@

*

$

.

)#

@

$

@

*

$

.

)* )

//#

.

$

.

)%$ &;@<'

式中-%

&

$%$是$

,

的有界区%有

*%*

;

$

;

$

@

*

$

.

)*

@

$

@

*

$

.

)* )*

.

$

.

)*

?

%

&;@='

*

?

%).%% *

6

%).#

6

% 6%;%@%*%.$

&;@C'

;' 当*

;

%*%*

.

中有非零值的时候%排在最前

面的非零项*

'

$

'

*

$

.

在
$

充分大时变为主要项%

*%*

'

$

'

*

$

.

; )-9

;( )( )
$

$ &;@A'

;

$

的多项式-9的常数项为?%系数是%的线性式$

@' 当所有*

6

&6%;%@%*%.' 都为 ? 时%

*%*

?

%).% &;@B'

是%的线性式$

现在考虑 !

H

#

%

*

=

*

%;

5

@

#*

)

*

@

#

$

;'当对于
#

%有至少一个
*

%有式&;@A'中*

+

?%且对所有
*

%*

6

%?%6%;%@%*%'&;$由于5

#*

是

'的线性项";C#

%根据式&;@A'%

!

H

#

%

*

*

*

'

*

)-9

*

;( )[ ]
$

@

&

$

'

*

$

.

'

@

%

*

*

*

@

'

*

)@*

'

*

-9

*

;( )
$

)-9

*

;( )
$

[ ]@ &

$

'

*

$

.

'

@

%

&

$

'

*

$

.

'

@

*

*

*

@

'

*

)

*

*

-<

*

;( )[ ]
$

$ &;@E'

式中--<

*

&

;

$

' 是常数项为 ?的
;

$

的多项式$由式

&;@E' 得

!

H

#

%&

$

'

*

$

.

'

@

*

*

*

@

'

*

)-

,

;( )[ ]
$

$ &;@>'

式中--

,

是常数项为 ?%系数是%的分量%5

#*

的结

构常数*

'

*

%还有
*

@

#

和 +的分量&+是
!

的外输入'

的多项式$我们可以改写

!

H

#

%

$

B

;

&

#

'

;

$

B

@

&

#

'

@

*

$

B

.

&

#

'

. *

*

*

@

'

*

)-

,

#

;( )[ ]
$

%

$

B

;

&

#

'

;

$

B

@

&

#

'

@

*

$

B

.

&

#

'

.

J

#

)-

,

#

;( )[ ]
$

%J

#

+?%

B

6

&

#

' %?% 6%;%@%*%'&;%

B

6

&

#

' %@% 6%'% ');% *% .$ &;<?'

@' 当对于
#

%对所有的
*

%有*

'

%?% '%;%@%

*%.%这时

!

H

#

%

*

*

&J

*

.%)J

*

.+'

@

)

*

@

#

%

$

B

;

&

#

'

;

*

$

B

.

&

#

'

.

"J

#

#$ &;<;'

式中-J

#

是%和 +以及
*

#

的大于 ? 的二次式$

B

;

&

#

' %* %B

.

&

#

' %? &;<@'

对于式&;<?' 和式&;<;'%

;

$

的多项式常数项 J

#

都大于?%而且是%/+的分量的@次齐次式)

*

@

#

或

者是结构常数
*

*

*

@

'

*#

$由式&;<?' 和式&;<;' 得

到

!

(

% (

#

!

H

#

%

$

*

#

B

;

&

#

'

;

*

//

$

*

#

B

.

&

#

'

.

(

#

J

#

)-9

#

;( )[ ]
$

%

//

$

B

;

;

*

$

B

.

.

J

(

)-9

(

;( )[ ]
$

$ &;<<'

式中-B

5

是偶数!J

(

是%/+的分量
*

@

#

和*

'

的恒大于
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? 的多项式!-9

#

;( )
$

是
;

$

的多项式%其常数项为

?%其系数是%/+的分量
*

@

#

与*

'

的多项式$

定义 .

-

(

;( )
$

为-9

(

;( )
$

各项&作为
;

$

的多项

式' 的绝对值之和$比如-9

(

;( )
$

%

L

;

$

;

)

L

@

$

@

$

<

%则

.

-

(

%

1L

;

1

1

$

;

1

)

1L

@

1

1

$

@

$

<

1

% &;<='

则有

.

-

(

;

1

$

( )
1

"

-9

(

;( )
$

$ &;<C'

由于 J

(

是%/+的分量及*

'

的恒大于 ?的多项式%

当%

&

$%$是 $

,

的有界区时%作为 %的函数%

J

(

&%' 是有界区$上的连续函数$由关于有界区

上连续函数的定理可知%J

(

&%' 在$上达到它的

最小值 J9

(

&$'%由于 J

(

恒大于 ?%有

J

(

&%'

"

J9

(

&$' +?$ &;<A'

由于-9

(

的系数 L

6

是%的分量和 +/*

'

的多项式%

对%的分量连续%所以它的绝对值1L

6

1也对%的

分量连续%当%

&

$%$有界时%可在$上达到它

的极大值 L

6

&$'%有

1L

6

&%' 1

$

L

6

&$'$ &;<B'

而 .

-

(

的项数是有限的%我们总可以找到

/

5

&#

;

%#

@

%*%#

.

%$'

"

G &;<E'

使当

1

$

5

1

"

/

5

&;<>'

有-

J9

(

&$'

"

@

.

-

(

;

1

$

( )
1

! &;=?'

J

(

&%' )-9

(

;( )
$

"

J9

(

&$' &

//

.

-

(

;

1

$

( )
1

"

;

@

J9

(

&$' +?$ &;=;'

我们有

!

(

" $

B

;

;

*

$

B

.

.

;

@

J9

(

&$( )' $ &;=@'

命题 0*由于 .

-

(

是
;

1

$

6

1

的多项式%当某些

#

B

反号变为 &#

B

时%相当于式&;@<' 中某些'

B

值

反号变为 &'

B

%这可以用某些
$

5

反号变为 &

$

5

来

实现$而这种改变不更变 .

-

(

&

;

1

$

1

'%因为它是 1

$

6

1的函数%也就不改变寻求 /

5

的判据式&;=;'%

而且不改变 !

(中的重要参量
;

@

J9

(

&$'$

下面讨论 !

$

!

的分子#&''$

根据文献";C#%#&'' 是'+的多项式%而'可

以按式&;@<' I&;@B' 展开%这样#&'' 就可以展

开为
$

的多项式%

#%M

#

&

$

'% &;=<'

取各项中
$

5

的最高幂次加以比较%可以找到所有

项的
$

的最高幂次N

5

%然后把M

#

&

$

' 写成

#%M

#

&

$

' %

$

N

;

;

$

N

@

@

*

$

N

.

.

-

#

;( )( )
$

% &;=='

-

#

;( )
$

是
;

$

的多项式%它的系数是%/+的分量的

多项式&它的常数项可能为 ?'$令 .

-

#

;

1

$

( )
1

为

-

#

;( )
$

各项的绝对值之和%有

1#1

$

1

$

;

1

N

;

* 1

$

.

1

N

.

.

-

#

;

1

$

( )
1

$ &;=C'

当我们令

1

$

5

1

"

/

5

&#

;

%#

@

%*%#

.

! $'

"

G% &;=A'

因为 .

-

#

是有限项%有-

.

-

#

;

1

$

( )
1

$

-&#'

%

.

-

#

&

;

/

5

' >

D

% &;=B'

1#1

$

1

$

;

1

N

;

* 1

$

.

1

N

.

-&#'$ &;=E'

由式&;=<' 和式&;=E' 得如下命题$

命题 1

!

$

!

$

1

$

;

1

N

;

&B

;

* 1

$

.

1

N

.

&B

.

-&#'

;

@

J9

(

&$'

%

//1

$

J

;

;

1*1

$

.

1

J

.

0&#

;

%#

@

%*%#

.

! $'$

&;=>'

由于式&;=>'中对
$

6

是取绝对值%

.

-

#

也是对
;

$

取

绝对值$而当#

B

中某一些反向变为 &#

B

时%相当

于式&;@<' 中某些
$

6

(

&

$

6

%这时-&#' 不变$而

另一方面%对式&;=@' 中的 J9

(

&$'%由命题 B 可

知%当
$

6

(

&

$

6

时%它也不变%所以0&#

;

%#

@

%*%

#

.

!$' 也不变$

由命题 B 和 E 有如下命题$

命题 2/对 !

$

!

%我们可以做到第 @ 部分中式

&A' 和&B' 的要求-

0 %0&7#

;

% 7#

@

%*% 7#

.

! $'!

/

5

%/

5

&7#

;

% 7#

@

%*% 7#

.

! $'$

为了用3(44&+4,))定理确定 !

$

!

的
$

6

幂次

"

6

%须分析K平面及其子平面K

5

上'的多项式对'

的幂次及其
$

幂次的关系$K平面是由式&;@<'定
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义的-形成的平面$

令'

6

*'

.

都不为 ?%

'

6

+

?% 6%;% *% .% &;C?'

等价地有

$

6

+

?% 6%;% *% .$ &;C;'

K

5

平面是在式&;C?' 条件下取'

5);

%*%'

.

为固定

值形成的平面&或等价地在式 &;C;' 前提下将

$

5);

*

$

.

固定形成的平面'$

令'的多项式&已合并同类项' 为

M%

*

B

J

B

'

J

;B

;

'

J

@B

@

*'

J

.B

.

! &;C@'

M在K的幂次为

7&*

'

%4,F

B

&J

;B

)J

@B

)* )J

.B

'! &;C<'

M在K

5

的幂次为

7&*

'H5

%4,F

B

&J

;B

)J

@B

)* )J

5B

'$ &;C='

我们将

'

;

%

$

;

*

$

.

%'

@

%

$

@

*

$

.

%*%'

.

%

$

.

代入式&;C=' 得

M%

*

B

J

B

&

$

;

*

$

.

'

J

;B

&

$

@

*

$

.

'

J

@B

*&

$

.

'

J

.B

%

*

B

J

B

$

J

;B

;

$

J

;B

)J

@B

@

*

$

J

;B

)J

@B

)*)J

.B

.

$ &;CC'

M对
$

.

的幂次为

4,F

B

&J

;B

)J

@B

)* )J

.B

' %N

.

! &;CA'

M对
$

5

的幂次为

4,F

B

&J

;B

)J

@B

)* )J

.B

' %N

5

$ &;CB'

对比式&;C<'和&;CC'%式&;C='和&;CB'%我们发

现

7&*

'

M&'' 1

K

%7&*

$

.

M&'&

$

''% &;CE'

7&*

'

M&'' 1

K

5

%7&*

$

5

M&'&

$

''% &;C>'

这是同一个M&'&

$

''1

我们把!

(&''作为'的多项式%进一步展开为

$

的多项式%这是唯一的$

!

(&'' %

!

(&'&

$

'' %

//

(

5

$

B

5

5

J

(

&%' )-9

(

;( )( )
$

$ &;A?'

式&;CE'/&;C>' 是对 '的多项式普遍适用的%因

此B

5

就是!

(在K

5

平面上的'

6

%6%;%@%*%5的'幂

次-

7&*

'

!

(&''

K

5

%B

5

% 5%;%@%*%.% &;A;'

我们有

7&*

'

6

#

!

( )
(

K

5

%7&*

'

6

$

5

#

!

( )
(

%

//7&*

'

6

$

5

#&7&*

'

6

$

5

!

(%N

5

&B

5

$ &;A@'

又 由 3(44&+4,)) 定 义 式 &;CA' 右 边 为

7&*

'

#

!

( )
(

K

5

>&7(4K

5

%&5%给出
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